Le serie di funzioni Fourier

1)Le funzioni periodiche

m Funzione periodica di periodo 7 :¢&una funzione f (x), definita in un sottoinsieme
A di R, per la quale esiste un numero reale 7 tale che [ (x+7)=f(x) per ogni
x€A4,con x+T€A.

2)Serie di Fourier

m Sia f(x) unafunzione periodica di periodo 27 e si supponga che f (x) sia continua,
o al piu dotata di un numero finito di punti di discontinuita di prima o terza specie
nell'intervallo [—7,7|. In tale ipotesila funzione f (x) risulta integrabile in tale
intervallo e risultano integrabili nell'intervallo |—m, 7| anche le funzioni :

f(x)coskx; f(x)senkx k=1,2,..

Si chiama allora serie di Fourier della funzione f (x), la serie trigonometrica
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20+ Z (a,coskx+b, senkx) 1icui coefficienti sono dati dalle seguenti formule
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bk:lff(x)sen/cxdx k=1,2.3,..
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Tali coefficienti sono anche detti coefficienti di Fourier della funzione [ (x).

B Teorema di Dirichlet :
Sia f(x) una funzione periodica di periodo 2m. Se f(x) hanell'intervallo [—7,7|
un numero finito di punti di discontinuita di prima o terza specie, e se tale intervallo puo
essere suddiviso in un numero finito di intervalli parziali, in ciascuno dei quali /' (x) sia
monotona, allora la serie di Fourier di f (x) converge per qualunque valore di x, e
precisamente :

1)Se f(x) ¢&continuaper X=X, la sua serie di Fourier converge, per X=x,, al
valore [ (x,). In particolare se f (x) & continua per qualunque valoredi x, lasua
serie di Fourier converge a f (x) per qualunque x.

2)Se X, ¢ un punto di discontinuita di prima specie per f (x), allora, posto

f*(x(’):lim f(x); f+(x0):lim_ f(x), la serie di Fourierdi  f (x) converge, per

XX, XX,

S (xg)+ /o (xo)
7 .
3)Se X, ¢un punto di discontinuita di terza specie per f (x), allora la serie di Fourier di

xX=x,, alvalore

f(x) converge, per x=x,, alvalore del limite }er: f(x).

m Ricordiamo che una funzione f (x) di dice pariperogni x del suo dominio, se si ha
f(=x)=f(x) esidice dispari serisulta f (—x)=—f(x).



Si verifica facilmente che il prodotto di due funzioni pari ¢ una funzione pari; il
prodotto di due funzioni dispari ¢ una funzione pari; il prodotto di una funzione pari
per una funzione dispari ¢ una funzione dispari.

Funzione pari :
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Funzione d ispari :
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Serie di Fourler di funzioni con periodo 21
La serie di Fourier di una funzione f (x) periodica con periodo 21#21 ¢&:

—|—z (a, cos "X +b, sen k?x) con
1
ao——f f(x)dx
1 f £lx knx) dx
b,(:%f f(x)(senk%x)dx
y
Se nell'intervallo [—/,/|, 1la funzione soddisfa le ipotesi del criterio di Dirichlet, allora

essa ammette lo sviluppo in una serie di Fourier.



